Obsah

Zaklady teorie pravdépodobnosti Definice pojmi
Nahodna veli¢ina — Pravdépodobnost nahodné veliciny Nahodna velicina

Roman Biskup Pravdépodobnost ndhodné veliiny
Popis nahodné veli¢iny
(zapaleny) statistik ve vysluzbg, aktualn& analytik v praxi ;-) Diskrétni a spojitd nahodna velicina
roman.biskup(at)email.cz Distribu¢ni funkce a hustota pravdépodobnosti
Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny
12. Gnora 2012 Medién a kvantil

Graficka vizualizace rozdéleni ndhodnych veli¢in

,Statistika” by Birom Zaklady teorie prsti Néhodna veli¢ina 1/16 ,Statistika” by Birom Zéklady teorie prsti Néhodna veli¢ina 2 /16

Definice pojmi  Nahodna veli¢ina Pravdépodobnost ndhodné veli¢iny ~ Popis nahodné veli¢iny

Nahodna velicina Popis ndhodné veliciny |

Ndhodnou veli¢inu Ize popsat (definovat):
» tabulkou hodnot ndhodné velic¢iny X a prislusnych pravdépodobnosti
P(X:X,') = Pi, i = 1,2,...(,[7)
x || 1 2 | 3 | 4 5 6 |
X: Q-R; p || 1/6 | 1/6 | 1/6 | 2/6 | 1/12 | 1/12 |
> predpisem, ktery stanovi, jak vypoéitat P(X = x)

Nahodnou veli¢cinou X budeme rozumét:

> (méfitelné) zobrazeni, které ndhodnym jeviim pfifazuje redlnd Cisla, tj.

Xw)=x, xeR,
2 A

> respektive, proménnou nabyvajici riiznych redlnych hodnot. PX =x)=e A
x!’

x=0,1,...;
» Dle poctu hodnot, jakych mlze ndhodna veli¢ina nabyvat, ji Ize rozdélit do
dvou zakladnich skupin a to ndhodnou veli¢inu:

® diskrétni — X nabyvé nejvyse spoletného poétu hodnot (kone&ny a nekone&ny > predpisem, ktery stanovi, jak vypogitat hustotu pravdépodobnosti f(x) Pozor:

pocet); f(x) # P(X = x)
R spojitou — X nabyvd nespoéetného poctu hodnot ((e;e), R). f(x) = 1 . x € (a;b);
> Zapisem X(w) = x (nadéle zkrdcené X = x) budeme rozumét, ze ndhodna b—a
veli¢ina X nabyla hodnoty x. Modeluje-li ndhodna veli¢in ndhodny pokus, pak
to znamenad, ze jev w nastal. ) )
> Zapisem P(X = x) budeme rozumét pravdépodobnost s jakou X = x. € L
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Pravdépodobnost nahodné veli¢iny ~ Popis nahodné velic¢iny

Popis ndhodné veliciny Il
» distribu¢ni funkci F(x), definovanou jako: F(x) = P(X < x)

)\i
F(x) = Ze*Nﬂ, i=0,1,...;

0<i<x

1
F(x) = dt R;
(x) / 4t x € R;
» Ciselnymi charakteristikami: EX, DX, ...

EX =)\ DX =\

a+b b—a
EX = , DX = .
2 12
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Pravdépodobnost nahodné veli¢iny  Diskrétni a spojitd nahodnd velicina

Spojita nahodna veli¢ina

Necht zname obor hodnot x € R (respektive x € (e; ®)) ndhodné veli¢iny X a k ni
pfislusnou hustotu pravdépodobnosti f(x), pak:

oo

» [ f(x)dx =1,

X

» F(x)= [ f(t)dt - distribuéni funkce je spojitd;

» EX = [ x-f(x)dx;

» DX = f (x — EX)2 - f(x)dx;
P(X = xp) = 0 — Pravdépodobnost, Ze spojitd nahodnd veli¢ina nabyde
konkrétni hodnoty xp je nulova — Paradox nulové pravdépodobnosti.
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Pravdépodobnost ndhodné veli¢iny  Diskrétni a spojitd nahodna veli¢ina

Diskrétni nahodna veli¢ina

Necht zname hodnoty x;, i = 1,2,...(, n) ndhodné veli¢iny X a k nim pfislusné
pravdépodobnosti P(X = x;) = p;, pak:

>

v

v

v

v

hodnoty p; pro i =1,2,..

n/oco

>opi=1;
i-1

.(, n) ozna&ime jako pravdépodobnostni funkci;

F(x) = > p; — distribu¢ni funkce je skokovitd — je konstantni mezi

xi <x

hodnotami x; a pravé v kazdé hodnoté x; ma skok velikosti p;;

n/oo

EX= > xi-pi;
i=1

n/oo
DX = Z (X,' — EX)2 - Pi.
i=1
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Pravdépodobnost ndhodné veli¢iny  Distribu¢ni funkce a hustota pravdépodobnosti

Distribuéni funkce

F(x)=P(X <x),F: R—(0;1)
Vlastnosti distribuéni funkce:

0 <F(x) <1, ¥x € R — omezend funkce;

1.

2
3.
4

i, ) =0 fig Fo) =1

F(a) < F(b), Va,b € R, a < b — neklesajici funkce;
lim_ F(x) = F(x0), ¥x,x0 € R — zprava spojita;

XA)XO

Néhodna veli¢ina

F(x) = f(x), Vx € R, kde ma F derivaci — jeji derivaci je hustota

pravdépodobnosti;

P(a< X < b) = F(b) — F(a), Va,b,x € R, a < b.
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Pravdépodobnost nahodné veli¢iny  Distribu¢ni funkce a hustota pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti
f(x)=...,f: R—{(0;00)
slouzi pro popis spojité nahodné veliciny
Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti:
1. Po Castech spojita Vx € R;
2. 0 < f(x), Vx € R = nezdporna funkce;
3. lim f(x)=0,

X——00

aad

im0 =0

X

4. F(x)= [ f(t)dt;

b
5. P(a< X <b)= [f(x)dx, Va,b,x € R, a < b.
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Pravdépodobnost nahodné veliciny  Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Stredni hodnota — EX |l

» Nabyva-li nahodna veli¢ina nekonecného poctu hodnot, pak nemusi stfedni

hodnota vzdy existovat.
> VySe zminéné vlastnosti plati pouze tehdy, maji-li obé strany vyrazi smysl.
» Zvyraznénou vlastnost Ize zobecnit na koneény pocet ndhodnych velicin.
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Pravd&podobnost ndhodné velitiny  Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Stredni hodnota — EX |

EX — numericky popis centralni tendence ndhodné veliciny

» Vzorce
n/oco 0
EX=)Y x-p 1 EX:/x-f(x)dx
i=1 oo

» Vlastnosti stfedni hodnoty

Necht X, Y jsou libovolné ndhodné veliCiny, a a b redlna Cisla pak:

Eb = b — stfedni hodnota konstanty je konstanta;

E(a- X) =a-EX, pro a #0;

E(X 4+ b) = EX + b;

E(X+Y)=EX+EY;

X > 0= EX > 0 — stfedni hodnota z nezdporné nahodné veli¢iny je
nezaporna;

» E(X —EX)=0.

> Poznamky

Yy VY VvV VY
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Pravd&podobnost ndhodné velitiny  Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Rozptyl = DX |
DX — numericky popis variability ndhodné veli¢iny
» Vzorce
DX =E(X —EX)> { DX=EX?>—(EX)
n/oco 0
DX=> (x—EX)*-pp § DX= /(x —EX)? . f(x)dx
i=1 s

» Vlastnosti rozptylu

Necht X, Y jsou libovolné ndhodné veliciny, a a b redlnd Cisla pak:

Db = 0 — rozptyl konstanty je nulovy;

D(a- X) = a®- DX, pro a # 0;

D(X + b) = DX;

Jsou-li X a Y nezdvislé ndhodné veli¢iny, pak D(X 4+ Y) = DX + DY;
DX > 0 — rozptyl je vzdy nezaporny;

Pro koneény rozptyl plati: D(X/v/DX) = 1.

» Poznamky

Yy VY VY VvV VY
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Pravdépodobnost nahodné veliciny  Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Rozptyl — DX I

> Nabyva-li nahodna veli¢ina nekonecného poctu hodnot, pak nemusi konecny
rozptyl vzdy existovat.
> VySe zminéné vlastnosti plati pouze tehdy, maji-li obé strany vyrazid smysl.
» Zvyraznénou vlastnost Ize zobecnit na koneény pocet ndhodnych velicin.
VDX VDX — odmocnina z rozptylu se nazyva smérodatna odchylka
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Pravdépodobnost ndhodné velic¢iny Medidn a kvantil

Kvantil spojité nahodné veliciny

» Na rozdil od diskrétni nahodné veli¢iny Ize kvantil X, spojité nahodné veliciny
uréit vétsinou jednoznaéné (plati pro vSechna ndmi probirana rozdéleni spojité
nahodné veliciny), tedy lze jednoznaéné urcit hodnotu X, takovou, Ze:

Koy
F(5%.) = P(X < %) = / f(x)dx = a.
— 00
» Poznamky
» Kvantilovou funkci je mozno chapat jako inverzni funkci k funkci distribucni

(F ).

» Kvantil X, je mozno chapat jako hodnotu inverzni funkce k funkci distribu¢ni
v bod& a (F7!(a)), tedy
> «-100% kvantil je hodnota inverzni distribu¢ni funkce v bodé a:
%0 = FY(a).
> Kvantily nékterych zakladnich rozdéleni maji zavedené specialni znadeni (uq,
ta(n), ...).
tA
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Pravdépodobnost ndhodné veli¢iny Median a kvantil

Median a kvantil

X Medianem ndhodné veli¢iny X je takové Cislo X, pro které plati:
PIX<x)>05 A P(X=>X%)>05.

Xo @ -100% (teoretickym) kvantilem nahodné veli¢iny X je takové &islo X,,,
a € (0;1), pro které plati:

PIX<X)>a A PX>%)>1-a.

» Poznamky
> Median déli obor ndhodné veli¢iny na dvé zhruba stejné pravdépodobné ¢&asti.
» Teoreticky kvantil déli obor ndhodné veli¢iny na ¢asti, z nichz ,,nizsi* hodnoty

teoreticky nastdvaji a pravdépodobnosti « a ,,vyssi* s pravdépodobnosti 1 — a.
» Teoreticky kvantil neni vzdy uréen jednoznacné (diskrétni ndhodnd veli¢ina).
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Pravdépodobnost ndhodné veli¢iny  Grafickd vizualizace rozdéleni nahodnych veli¢in

Graficka vizualizace rozdéleni nahodnych velicin

» Polygon Cetnosti — vizualizace diskrétniho rozdéleni
> na vodorovnou osu se vynasi hodnoty nahodné veli¢iny x;
> na svislou osu pravdépodobnost
> nad jednotlivymi hodnotami ndhodné veli¢iny x; jsou vynaseny hodnoty
prislusné pravdépodobnosti p;
> jednotlivé vynesené pravdépodobnosti jsou navic spojeny lomenou ¢arou
» Histogram Cetnosti — vizualizace diskrétniho i spojitého rozdéleni
» podobné jako u polygonu Cetnosti
» moznost shlukovat hodnoty do intervalil napt. z dilvodu srovnani se
skute€nosti (viz tfidéni statistického znaku)

» Graf distribuéni funkce

» Graf hustoty pravdépodobnosti
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