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Linearni diferencialni rovnice

Definice a véta. Necht p(x), g(x) jsou funkce.

Diferencialni rovnici v’ 4+ p(z) - v = q(x) nazyvame linearni
diferencialni rovnici 1. fFadu s pravou stranou.

Je-li g(x) = 0 ...linearni diferencialni rovnice 1. fadu bez
prave strany.

Je-li P(x) primitivni funkce k p(x) v né&jakém intervalu I, pak:

(1) obecné reSeni rovnice bez pravé strany ma tvar
y=C’-e_P(x),C’E R.

(2) obecné reSeni rovnice s pravou stranou ma tvar
y=C-eP@) 4 r(2),C € R, kde r(z) je libovolné partikularni
reseni rovnice s pravou stranou na [I.
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Priklady

Najdéte obecné reSeni LDR:
(a) y' +y-cosz =0, (b) ¥y +2zxy =0
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Priklad

Najdéte feSeni LDR: ¢/ + 22y =

metoda variace konstanty:
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Linerani diferencialni rovnice s konst.
koef. 1. a 2. radu

Definice a véta. Necht ¢(x) je funkce; a,b,c,p € R, a #= O.

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty 1. a 2.
radu s pravou stranou (resp. bez pravé strany):

o 1.7ad: v +p-y=q(x), resp. v +p-y=0

e 2. 7fad: a-y"+b-vyY+c-y=q(zx), resp. a-y"+b-y +c-y=0

Obecné reSeni rovnice 1. radu je: y=C -e PT,
s pravou stranou: y =C - e P 4 r(x)
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Linerani diferencialni rovnice 2. radu -

postup reseni

1. rovnice bez pravé strany ...sestavime tzv. charakteristickou rovnici
al? + b\ + c =0 s neznamou X a diskriminantem D:

2. e D >0 ...2 realné koreny A1, > ...o0becné reseni rovnice bez pravé
strany:

y = C1eM® 4+ Coe™®, C1,Co € R;

e D = 0 ...jeden dvojnasobny koren A ...obecné reSeni rovnice bez
pravé strany:

Yy = Cle/\x -+ CQiC@Ax, C1,Cr € R;

e D <O ...komplexné sdruzené koreny A\1> = u v ...obecné reSeni
rovnice bez pravé strany:

y = Cre"* cos(vx) + Cre®@sin(vx), C1,Cs € R.

3. Obecné reSeni rovnice s pravou stranou vznikne z reSeni rovnice bez
praveé strany - prictenim libovolného partikularniho reseni rovnice s pravou
stranou.
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Priklad

Najdéte rfeSeni LDR: (a) v" —9y =0 (b) v"+2y' =0
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Specialni typy pravych stran

Véta. Necht linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koe-
ficienty 1. nebo 2. radu ma na pravé strané funkci tvaru
g(z) = m(z) - *, kde m(z) je mnoho&len. Potom existuje mno-
hoClen M (x) stejného stupné jako m(x) tak, ze partikularni reSeni
diferencialni rovnice s pravou stranou ma tvar:

(i) 7(z) = M(z) - e*, pokud y = € neni FfeSenim prislugné
rovnice bez praveé strany,

(i) r(z) = z-M(z)-eF*, pokud y = eF* je Fedeni prislusné rovnice
bez pravé strany (u 2. radu musi D > 0),

(iii) r(z) = 22 - M(x) - €**, pro 2. ¥ad, kdy D = 0, a pfitom je
y = ek Fedeni prisluné rovnice bez pravé strany.
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Specialni typy pravych stran

Najdete reSeni LDR:
(a) v =3y = (z —5)e” (b) v — 4y’ = 1222 4 3z — 3
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Specialni typy pravych stran

Najdéte reSeni LDR s pocateCnimi podminkami:
(@) ¥ — 2y = —xe”,y(0) =7 (b) v+ 4y =15,y(0) = —3,y(3) =4
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Aplikace diferencialnich rovnic

.. .vyjadreni popisovaného vztahu mezi zavisle a nezavisle pro-
meéennou veliCinou pomoci diferencialni rovnice

hledany model ... partikularni reSeni splnujici pocateCni pod-
Minky

nékdy je nutno ve vysledném modelu jeSté upresnhovat dalsi
parametry
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Model exponencialniho ruastu

vychazeji z predpokladu primé umeérnosti mezi okamzitou rych-
losti nardstu zavisle proménné a jeji okamzitou hodnotou:

vy =k-y,k >0 ...tzv. rastova konstanta
e rust populaci,

e Spojite uroceni - pri této formé uroCeni s urokovou mirou
r se celkova hodnota uroCené Castky A(t) neustdale méni s
Casem t (v letech od pocatku arociciho procesu) podle vztahu
% =r-A, tj. A= C e Oznacime-li P (principal) vychozi

Castku GC¢tu, pak budouci hodnota A = Pe™t.
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Model exponencialniho ruastu

Za 2 roky vzrostl poCet obyvatel v populaci ze 600 tis. na 1800
tis. Pokud dochazi k populaCnimu r@stu za idealnich podminek,
jaka bude velikost populace za dalSich 1,5 roku?
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Model exponencialniho poklesu

y=Cef' k<0,CeR

e zakon radioaktivniho rozpadu - je-li yg pocateCni mnozstvi
radioaktivni latky a t je &as v letech, pak y(t) = yget je
mnozstvi dosud nerozpadlé latky po uplynuti ¢t let. Ke zjisténi

konstanty k£ se pouziva tzv. poloCas rozpadu 1’ - napr. pro
uran 238U ...4,5-10° let
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Model exponencialniho poklesu

Populace ohrozeného druhu aljasského soba klesa exponencialné.
Poprvé, kdyz byl tento trend zachycen, byl stav populace 2 500
ks, ale po 10 letech uz jen 1200 kus(. Sestrojte matematicky

model tohoto jevu.
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Modely omezeneho exponencialniho

rastu

y = f(1),

kde zavisle proménna ma urcitou rastovou hranici,
tj. lim f(t) = M.
t—o00

e logisticky ruast - ,,S“ krivka

© Klufova 2012



Model omezeného exponencialniho ruastu

Odvodte obecny model uceni za predpokladu, Ze uroven zvladnuti dané
dovednosti studentem je mérena veliCinou y (napf. objem vykonu), pficemz
koneCny stav urovné této veliCiny je M. V prGbéhu uceni je y funkci Casu
t, vychozi hodnota ke yo. Predpokladejte, Ze v prlbéhu celého procesu je
okamzita rychlost uceni pfimo umérna rozdilu konecné urovné M a pravé

dosazené drovng, tj. plati & = k- (M — y).
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Model omezeného exponencialniho ruastu

Pri sestavovani modelu Sifeni infekce v populaci je t €as v tydnech (od
pocCatku) sledovani a y vyjadruje pomérnou velikost zachvacené Casti popu-
lace; je tedy y = y(¢). Vyjdéte z predpokladu, ze okamzita rychlost populace je
primo umeérna velikosti zasazené a zaroven velikosti nezasazené casti populace.
Predpokladejte dale, Ze na pocatku sledovani je zachvaceno 5% populace a
po 2 tydench 30% populace, tj. y(0) = 0,05 a y(2) = 0, 30.
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