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Motivace

Je dána funkce f(x) = 2 + x2−x
4 .

Urèete co nejpøesnìji obsah P obrazce omezeného grafem funkce

f a osou x v intervalu 〈1,4〉.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

P

c© Klufová 2012



Horní a dolní odhady

þvyplnitÿ èi þpøekrýtÿ urèitým poètem obdélníkù o základnì

stejné ¹íøky

1. krok: d = 1 . . . první odhady:

První horní odhad

P1(H) = 1 · f(2) + 1 · f(3) + 1 · f(4) =

= 1 · [f(2) + f(3) + f(4)] = 1 · (2,5 + 3,5 + 5) = 11

První dolní odhad

P1(D) = 1 · f(1) + 1 · f(2) + 1 · f(3) =

= 1 · [f(1) + f(2) + f(3)] = 1 · (2 + 2,5 + 3,5) = 8
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Horní a dolní odhady
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První odhad 8 < P1 < 11 je pomìrnì hrubý, proto jej þzjemnímeÿ

- pou¾ijeme obdélníky o základnì men¹í ¹íøky, napø. 0,5.
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druhé odhady:

Druhý horní odhad

P2(H) = 0,5 · f(1,5) + 0,5 · f(2) + 0,5 · f(2,5) + 0,5 · f(3) + 0,5 ·
f(3,5) + 0,5 · f(4) =

= 0,5 · [f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5) + f(4)] =

= 0,5 · (2,1875 + 2,5 + 2,9375 + 3,5 + 4,1875 + 5) = 10,15625

Druhý dolní odhad

P2(D) = 0,5 · f(1) + 0.5 · f(1,5) + 0,5 · f(2) + 0,5 · f(2,5) + 0,5 ·
f(3) + 0,5 · f(3,5) =

= 0,5 · [f(1) + f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5)] =

= 0,5 · (2 + 2,1875 + 2,5 + 2,9375 + 3,5 + 4,1875) = 8,65625

Druhý odhad ji¾ je o trochu pøesnìj¹í: 8,65625 < P2 < 10,15625
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druhé odhady:
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Tímto zpùsobem bychom mohli pokraèovat dále. Èím men¹í ¹íøka

základny d, tím více se budeme horními odhady shora a dolními

odhady zdola blí¾it skuteènému obsahu daného obrazce.
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Limitní proces

V podstatì se jedná o limitní proces pro d → 0, který vede ke

koneènému (pøesnému) vyjádøení:

lim
d→0

PH = lim
d→0

PD = 9,375 (1)

Za pøedpokladu, ¾e funkce f je spojitá v uzavøeném intervalu je

tento postup v¾dy úspì¹ný a vede k tzv. Riemannovu urèitému

integrálu funkce f na intervalu 〈a, b〉.

Ke stejnému výsledku vede podle tzv. Newton-Leibnitzovy

formule i u¾ití primitivní funkce.
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Newtonùv urèitý integrál

De�nice a vìta. Nech» F (x) je primitivní funkce k funkci f(x)

na intervalu 〈a, b〉. Potom urèitý integrál funkce f od a do b

znaèíme

b∫
a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Intervalu 〈a, b〉 se øíká integraèní obor, èíslùm a, b po øadì dolní

a horní mez urèitého integrálu.

Je-li funkce f nezáporná v intervalu 〈a, b〉, vyjadøuje hodnota

urèitého integrálu obsah obrazce ohranièeného shora grafem

funkce f , zdola osou x a ze stran pøímkami x = a,x = b.
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Nezávislost Newtonova integrálu na

zvolené primitivní funkci

Zápis [F (x)]ba v de�nici Newtonova integrálu je symbolický a

de�nice vysvìtluje, ¾e existuje rozdíl F (b)− F (a).

Hodnota tohoto rozdílu není závislá na zvolené primitivní funkci.

Je-li G jiná primitivní funkce k funkci f na stejném intervalu, pak

existuje vhodné èíslo C tak, ¾e G(x) = F (x) + C.

[G(x)]ba = G(b)−G(a) = (F (b) + C)− (F (a) + C) =

= F (b)− F (a) = [F (x)]ba
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Ukázky

6∫
−3

(6− x3) dx =
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Ukázky

motivaèní pøíklad:
4∫

1

(
2 +

x2 − x
4

)
dx =
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Nevlastní integrály

Def.

(i) Nech» funkce f má primitivní funkci na otevøeném intervalu

I. Za pøedpokladu, ¾e uvedená limita existuje, de�nujeme pro

a ∈ I
+∞∫
a

f(x) dx = lim
t→+∞

t∫
a

f(x) dx

(ii)

a∫
−∞

f(x) dx = lim
t→−∞

a∫
t

f(x) dx
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Nevlastní integrály

+∞∫
0

u

u2 + 1
du =
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Nevlastní integrály

1∫
−∞

ex dx =

c© Klufová 2012



Nevlastní integrály

Má-li funkce f funkci primitivní na R, mù¾eme té¾ (pokud oba

nevlastní integrály konvergují) de�novat

+∞∫
−∞

f(x) dx = lim
t→−∞

a∫
t

f(x) dx+ lim
t→+∞

t∫
a

f(x) dx
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Nevlastní integrály

+∞∫
−∞

xe−x
2
dx =
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Aplikace urèitého integrálu

• obsah obrazce v rovinì,

• integrální kritérium,

• objem rotaèního tìlesa,

• délka rovinné køivky,

• akumulace hodnot a prùmìrná hodnota promìnné velièiny
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Obsah obrazce v rovinì

Vypoètìte obsah plochy obrazce mezi grafem funkce

y = x3 + 2x2 − 3x a osou x v intervalu 〈−3,2〉.
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Obsah obrazce v rovinì

Vypoètìte obsah plochy obrazce popsaného nerovnostmi

(y ≤ x+ 6) ∧
(
y ≥ 2− (x+4)2

8

)
∧
(
y ≥ x3

)
.
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Integrální kritérium

Vìta. Pro spojitou funkci f nezápornou na intervalu 〈1,+∞)

polo¾me an = f(n).

Jestli¾e

+∞∫
1

f(x) dx konverguje (diverguje), pak také
∞∑
n=1

an

konverguje (diverguje).

V pøípadì konvergence navíc pro k > 1, k ∈ N platí nerovnosti:

(a1 + a2 + a3 + . . .+ ak−1) +

+∞∫
k

f(x) dx <
∞∑
n=1

an < (a1 + a2 + a3 + . . .+ ak−1) +

ak +

+∞∫
k

f(x) dx
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Integrální kritérium

Vy¹etøete konvergenci øady
∞∑
t=1

ln t
t .
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Objem rotaèního tìlesa

Vìta. Nech» y = f(x) je funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉.

Potom objem rotaèního tìlesa, které vznikne rotací èásti grafu

funkce f v intervalu 〈a, b〉 kolem osy x, je dán vzorcem

V = π ·
b∫
a

[f(x)]2 dx
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Objem rotaèního tìlesa

Urèete objem tìlesa, vzniklého pøi rotaci kolem osy x grafu funkce

y = 3
√
x na intervalu 〈0,4〉.

c© Klufová 2012



Délka rovinné køivky

Je-li y = f(x) hladká funkce v intervalu 〈a, b〉, je délka èásti jejího

grafu v intervalu dána vzorcem

L =

b∫
a

√
1 + [y′]2 dx

c© Klufová 2012



Délka rovinné køivky

Horní pùlkru¾nice jednotkové kru¾nice je popsána funkcí

y =
√

1− x2 v intervalu 〈−1,1〉. Urèete její délku.

c© Klufová 2012



Akumulace hodnot a prùmìrná hodnota

Nech» spojitá funkce y = f(t) je modelem vyjadøujícím promìnli-

vou hodnotu sledované promìnné v závislosti na èase v intervalu

〈a, b〉.

Jestli¾e chceme hodnoty f(t) za období 〈a, b〉 þnasèítatÿ, tj.

naakumulovat, plyne pøímo z odvození urèitého integrálu Ri-

emannovským zpùsobem , ¾e tento þsouèetÿ je roven právì
b∫
a

f(x) dx.

Støední hodnota promìnné velièiny y v období 〈a, b〉 je dána

vzorcem

ȳ =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx
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Akumulace hodnot a prùmìrná hodnota
Spoleènost dobøe investovala a tak v období 2012{2018 oèekává

rùst mìsíèních pøíjmù podle vztahu g(t) = 3
√

t
12, kde t je èas v

mìsících poèítaný od ledna 2012, g(t) mìsíèní pøíjem v miliónech

Kè. Odhadnìte celkové pøíjmy za uvedené období.
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