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Motivace

2
Je dana funkce f(z) =2+ =—.
UrCete co nejpresnéji obsah P obrazce omezeného grafem funkce
f a osou z v intervalu (1,4).
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Horni a dolni odhady

Svyplnit® Cio,, prekryt” urCitym pocltem obdélnikd o zakladné
stejné Sirky
1. krok: d=1 ...prvni odhady:

Prvni horni odhad
PI(H)=1-f(2)+1-f(3)+1-f(4)=
=1-[fQ+f3)+fA]=1-(2,564+3,5+5)=11

Prvni dolni odhad
Pi(D)=1-f(1))+1-f(2)+1-f(3)=
=1-[f(L+fRQ)+fBR)]=1-(24+2,54+3,5) =38
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Horni a dolni odhady
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Prvni odhad 8 < P; < 11 je pomérné hruby, proto jej ,,zjemnime*
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druhe odhady:

Druhy horni odhad
P(H)=0,5-f(1,5)+0,5- f(2)+0,5- f(2,5)+0,5- f(3)+0,5-
f(3,5) +0,5- f(4) =
=0,5-[f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5) + f(4)] =
=0,5-(2,1875+4+2,54+2,9375+3,54+4,1875+5) = 10, 15625

Druhy dolni odhad
P>(D)=10,5-f(1)40.5-f(1,5)4+0,5-f(2)4+0,5- f(2,5)4+0,5-
f(3)+0,5-f(3,5) =
=0,5-[f(1)+ f(1,5) + f(2) + f(2,5) + f(3) + f(3,5)] =
=0,5-(242,1875+2,5+4+2,9375+ 3,5+ 4,1875) = 8,65625

Druhy odhad jiz je o trochu presnégjsi: 8,65625 < P>, < 10,15625
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Limitni proces

V podstaté se jedna o limitni proces pro d — 0, ktery vede ke
koneCnému (presnému) vyjadrent:

lim Py = Ilim Pp = 9,375 1
d—0 H d—0 D ( )

Za predpokladu, ze funkce f je spojita v uzavieném intervalu je
tento postup vzdy Uspésny a vede k tzv. Riemannovu urcitéeému

integralu funkce f na intervalu (a,b).

Ke stejnému vysledku vede podle tzv. Newton-Leibnitzovy
formule i uziti primitivni funkce.

© Klufova 2012



Newtontiv urcCity integral

Definice a véta. Necht F(x) je primitivni funkce k funkci f(x)

na intervalu {(a,b). Potom urcCity integral funkce f od a do b
znacime

b
[ 1@) do = [F@)]} = F() - F(a)

Intervalu (a, b) se fika integracCni obor, Cislim a,b po radé dolni
a horni mez urcitého integralu.

Je-li funkce f nezaporna v intervalu (a,b), vyjadfuje hodnota
urCitého integralu obsah obrazce ohraniCeného shora grafem
funkce f, zdola osou x a ze stran pfimkami x = a,x = b.
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Nezavislost Newtonova integralu na

zvolené primitivni funkci

Zapis [F(a;)]g v definici Newtonova integralu je symbolicky a
definice vysvétluje, ze existuje rozdil F(b) — F'(a).

Hodnota tohoto rozdilu neni zavisla na zvolené primitivni funkci.

Je-li G jina primitivni funkce k funkci f na stejném intervalu, pak
existuje vhodné Cislo C tak, ze G(x) = F(x) + C.

[G(2)]% = G(b) — G(a) = (F(b) + C) — (F(a) + C) =

= F(b) — F(a) = [F(2)]
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Ukazky

6
/(6 — 23 dx =
3
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Ukazky

motivacni priklad:
4 2

/<2+m 4_x> dz =

1
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Nevlastni integraly

Def.

(i) Necht funkce f ma primitivni funkci na otevifeném intervalu
I. Za predpokladu, ze uvedena limita existuje, definujeme pro
a€l

—+ o0 t
/ f(x)dx = Iim /f(a:) dx
J t—+o0

a

(ii)

| r@ydz= 1im_ / f(2) da
t

— 00
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Nevlastni integraly

o0
u
du =
O/u2—|—1 “
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Nevlastni integraly

1

/ el dr =

— 00
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Nevlastni integraly

Ma-li funkce f funkci primitivni na R, m@zeme téz (pokud oba
nevlastni integraly konverguji) definovat

+o00 a .
_{O f(x)dx =t_IiTOOt/f(x) dx—l_t—lj—lrt]ooa/f(x) dx
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Nevlastni integraly

o0

/ xe_an dr =

— 00
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Aplikace urcCiteho integralu

e Obsah obrazce v roving,

e integralni kritérium,

e Objem rotaCniho télesa,

e délka rovinné krivky,

e akumulace hodnot a primérna hodnota promeénné veliCiny
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Obsah obrazce v roviné

VypocCtéte obsah plochy obrazce mezi grafem funkce
y = x> + 222 — 3z a osou z v intervalu (—3,2).
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Obsah obrazce v roviné

VypocCtéte obsah plochy obrazce popsaného nerovnostmi
2
(y<zx+6)A <y22— (w—|é4) )/\(yZaz3).
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Integralni kriterium

Véta. Pro spojitou funkci f nezapornou na intervalu (1,4o0)
polozme ap = f(n).

“+ o0
0
Jestlize /f(ac)dac konverguje (diverguje), pak také S an
n=1

1
konverguje (diverguje).

V pripadé konvergence navic pro k£ > 1,k € N plati nerovnosti:

+oo 00
(a1 +azx+az+...+ap-1) + / f(x)dx < Zan< (a1 +azx+azs+...+ar_1) +
L n=1

+ o0
ar+ [ f(x)dx
/
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Integralni kriterium

0. @)
Vysettete konvergenci fady > 'Of.
t=1
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Objem rotacniho télesa

Véta. Necht y = f(x) je funkce spojita na intervalu {a,b).

Potom objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci Casti grafu
funkce f v intervalu (a,b) kolem osy x, je dan vzorcem

b
V=mn /[f(x)]2 dx
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Objem rotacniho télesa

UrCete objem télesa, vzniklého pri rotaci kolem osy x grafu funkce
y = 34/« na intervalu (0, 4).
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Deélka rovinne krivky

Je-li y = f(x) hladka funkce v intervalu (a, b), je délka Casti jejiho
grafu v intervalu dana vzorcem

b
L=/\/1+[y/]2daj
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Deélka rovinne krivky

Horni pGlkruznice jednotkové kruznice je popsana funkci
y =1/1— 2 v intervalu (—1,1). Urcete jeji délku.
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Akumulace hodnot a primeérna hodnota

Necht spojita funkce y = f(¢) je modelem vyjadfujicim proménli-
vou hodnotu sledované proménné v zavislosti na €ase v intervalu

(a,b).

Jestlize chceme hodnoty f(t) za obdobi {(a,b) ,nascCitat”, tj.
naakumulovat, plyne primo z odvozeni urCitého integralu Ri-
emannovskym zp(Qsobem , ze tento ,soucCet" je roven pravée

b

Stredni hodnota proménné veliCiny y v obdobi (a,b) je dana
vzorcem

b
_ 1
y—ma/f(w)dw
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Akumulace hodnot a priameérna hodnota
SpoleCnost dobre investovala a tak v obdobi 2012—2018 oCekava
rdst mésiCnich prfijma podle vztahu ¢(t) = 31t—2, kde t je Cas v
mésicich pocitany od ledna 2012, g(¢t) mé&sicni pfijem v milionech

KC. Odhadnéte celkové prijmy za uvedené obdobi.
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