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Øada

Def. Pro ka¾dou posloupnost {an} de�nujeme nekoneènou

(èíselnou) øadu jako výraz

a1 + a2 + a3 + . . .

a oznaèujeme symbolem nekoneèného souètu
∞∑

n=1
an.

n−tý èásteèný souèet . . . sn = a1 + a2 + . . . an

posloupnost èásteèných souètù . . . {sn}

Jestli¾e má posloupnost èásteèných souètù {sn} vlastní nebo

nevlastní limitu S, øíkáme, ¾e øada konverguje nebo ¾e diverguje

k ±∞ a pí¹eme
∞∑

n=1
an = S. Jinak øíkáme, ¾e øada diverguje nebo

¾e nemá souèet.
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Ukázky

∞∑
n=1

1
(3n−2)(3n+1) = 1

1·4 + 1
4·7 + 1

7·10 + . . .

∞∑
n=1

1
n = 1

1 + 1
2 + 1

3 + . . . harmonická øada

∞∑
n=1

aqn−1 = a+ aq + aq2 + . . . geometrická øada

èleny øad mohou tvoøit mimo èísel také funkce . . . tzv. funkèní

øady, napø.:

∞∑
n=1

anxn = a0 + a1x+ a2x
2 + . . . mocniná (potenèní) øada
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Nutná podmínka konvergence

Je-li øada
∞∑

n=1
an konvergentní, je nutnì lim

n→∞ an = 0.

Dùkaz.

c© Klufová 2011



Harmonická øada

∞∑
n=1

1
n = 1

1 + 1
2 + 1

3 + . . . diverguje k ∞.
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Pøíklad 1

Doka¾te, ¾e
∞∑

n=1

1
n(n+1) = 1

1·2 + 1
2·3 + 1

3·4 + . . . = 1
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Nekoneèná geometrická øada
∞∑

n=1
aqn−1 = a+ aq + aq2 + . . . , a 6= 0

• pro |q| < 1 má souèet s = a
1−q,

• pro q ≥ 1 je divergentní k ±∞,

• pro q ≤ −1 nemá souèet

Dùkaz.
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Vìta o zaèátku øady

Nech» k je pøirozené èíslo. Øada
∞∑

n=1
an je konvergentní, právì kdy¾ je

konvergentní øada
∞∑

n=1
ak+n a pak platí:

∞∑
n=1

an = (a1 + a2 + . . .+ ak) +
∞∑

n=1
ak+n.

Dùkaz.
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Pøíklad 2

Seètìte
∞∑

n=1
an = 4+ 0,5+ (0,5)2 + (0,5)3 + . . .
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Kombinování konvergentních øad

Jsou dány konvergentní øady
∞∑

n=1
an = A,

∞∑
n=1

bn = B a èíslo

r ∈ R. Pak platí:

∞∑
n=1

(an ± bn) = A±B,
∞∑

n=1
(ran) = rA.

POZOR! Analogické pravidlo pro souèin nebo podíl neplatí.
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Kritéria konvergence

Srovnávací kritérium

Øada
∞∑

n=1
bn se nazývá majorantou øady

∞∑
n=1

an, jestli¾e pro

ka¾dé n ∈ N je bn ≥ an. Øada
∞∑

n=1
an se pak nazývá minorantou

øady
∞∑

n=1
bn.

Pro takové dvì øady s kladnými èleny platí:

• Jestli¾e
∞∑

n=1
bn konverguje, pak konverguje i øada

∞∑
n=1

an.

• Jestli¾e
∞∑

n=1
an diverguje, pak diverguje i øada

∞∑
n=1

bn.

c© Klufová 2011



Pøíklad 3

Vy¹etøete konvergenci øad (a)
∞∑

n=1

1
n2
, (b)

∞∑
n=1

1√
n
.
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Kritéria konvergence

Pro ka¾dou øadu
∞∑

n=1
an s kladnými èleny platí:

d'Alembertovo (podílové) kritérium. Existuje-li lim
n→∞

an+1

an
= L, pak:

1. je-li L < 1, je øada konvergentní,

2. je-li L > 1, je øada divergentní.

Cauchyovo (odmocninové) kritérium. Existuje-li lim
n→∞

n
√
an = L, pak:

1. je-li L < 1, je øada konvergentní,

2. je-li L > 1, je øada divergentní.

L = 1 . . . nelze rozhodnout
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Pøíklad 4

Vy¹etøete konvergenci øad

(a)
∞∑

n=1

n
2n, (b)

∞∑
n=1

(
2n+7
5n+1

)n
, (c)

∞∑
n=1

1
n!
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